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1 De quoi s’agit-il ?

Je me propose d’étudier le modeéle suivant qui provient de [1]. C’est une
version simplifiée d’une modélisation issue d’'un probléme d’identification
d’une courbe dans une image. Soient donc

X1 X2 .. Xip
X2 Xoo ... Xop
X1 Xmg12 -0 Xogim

n(m +1), avec n > 1 et m > 1 variables aléatoires indépendantes (v.a.i)
définies sur un méme espace (Q,F,p). La loi jointe de ces v.a.i est un
produit dont les marginales sont définies comme suit: sur chacune des m+1
lignes, les v.a.i sont de méme loi; il y a une ligne particuliére, que je note 1,
1 <1< m+1 pour laquelle les n v.a.i Xj1,..., X1, sont de loi fidu; toutes
les autres v.a.i sont de loi fodu. fo f1 sont deux densités.

La question statistique qui m’intéresse est I’estimation du parameétre 1 au
vu d’une réalisation des n x (m + 1) v.a.i définies ci-dessus.

La figure 1 permet de visualiser le probléme. L’image de gauche est
formée de m + 1 = 30 x 30 = 900 imagettes. Chacune des imagettes est
composée n = 10 x 10 = 100 pixels. Le niveau de gris de chaque pixel
est la réalisation d’une v.a. Toutes les v.a. sont indépendantes entre elles.
Pour une des imagettes, appelée la cible, visiblement plus claire, située dans
la partie basse, au centre de l'image, les simulations proviennent d’une loi
Normale notée fi, de moyenne mq = 140 et d’écart type o1 = 20. Pour tous
les autres pixels, les simulations proviennent d’une loi Normale notée fy de
moyenne mgy = 100 et d’écart type o9 = 20. Le probléme décrit plus haut
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est celui de l'identification de 1'unique imagette constituée de simulations
de v.a. de loi f;. L’identification visuelle (en disposant d’une reproduction
suffisamment bonne) est facile. L’image du centre est générée avec les mémes
paramétres, & I’exeption de mq, qui vaut 120. La cible se trouve aussi dans
la partie basse, au centre de I'image et son identification est & la limite des
capacités visuelles. L’image de droite est simulée de la méme maniére, mais
avec cette fois-ci, mq1 = 110. La cible n’est plus identifiable visuellement.
Quand les lois se “rapprochent”, l'identification de la cible est de plus en plus
difficile. Les deux images de la figure 2 sont simulées avec les mémes densités
fo et f1 que pour l'image du centre de la figure 1. A gauche, n = 10 x 10
et m+1 =90 %90, et & droite, n = 30 x 30 et m + 1 = 30 x 30. Pour
n fixé, 'augmentation de m, c’est & dire du nombre de distracteurs rend
I'identificarion de la cible de plus en plus difficile. Pour m fixé, quand n
augmente, ’identification visuelle de la cible est de plus en plus facile.

Quelles sont les performances maximales d’une méthode d’identification
de la cible comme fonction des quatre paramétres du probléme qui sont: les
nombres m et n et les densités fy et f1 7

La contribution principale de ce papier est le Théoréme 2 qui permet
de répondre a la question posée lorsque simultanément m et n tendent vers
I'infini. Je présente de plus un résultat non asymptotique: Le théoréme 1
qui précise et généralise le Corollaire 3 de [1]. La suite de ce papier est or-
ganisée comme suit. Dans la section 2 j’explicite ’estimateur du maximum
de vraisemblance. Ce serait ’estimateur obtenu dans un cadre bayésien
avec la fonction de perte qui pénalise de la méme maniére toutes les erreurs
d’identification de la cible. Ses performances asymptotiques et non asymp-
totiques sont présentées dans la section 3. Les preuves sont reportées dans
la section 5. Enfin, la section 4 met en regard les résultats obtenus et les
simulations.

2 L’estimateur du maximum de vraisemblance
(e.m.v)

Il est naturel de regarder la vraisemblance. Celle-ci s’écrit pour une ligne
quelconque [, 1 <1 < m + 1 et une réalisation w € 2:

n m+1 n
Viw,l) = [[ AX5@) [T T fo(Xes(w))
j=1 i= 1l j=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance, noté [(w), pour 1 est alors,



pour chaque w € €, une valeur [ qui réalise le maximum de V(w,l). En
cas d’égalité, je choisis (par exemple) la plus petite valeur [ qui réalise le
maximum de V(w,!). Je donne maintenant une écriture un peu plus simple
de cet estimateur. Pour que tout soit bien défini, je me place tout d’abord
sur

A={(w,l) € (Q,{1,...,m+1}),V(w,l) >0}
Il vient alors,

m+l n
InV(w,l) Zlnfl Xy (w Z Zlnfo w))
1=1,i#l j=1
m+1 n
Zlnf1 Xi5(w)) + D Y I fo(Xiy( Zlnfo Xi5(w)
i=1 j=1 Jj=1
m+1 n

Zln %(Xl,j(w)) + 33 In fo(Xiy (@)

i=1 j=1

Ainsi sur A, [(w) vérifie, avec la convention indiquée précédemment en
cas d’égalité:

~

~ f
[(w) = arg max In 2t
1<I<m+1 o fo

(X1,5(w)) (1)
Je peux maintenant prolonger sur le complémentaire de A cette définition
en posant

0
Vw>0,ln§:+oo,ln—:—oo (2)
0 T

L’estimateur du maximum de vraisemblance (e.m.v) [(w) est alors défini y
p.s. En effet, fo et f1 ne peuvent pas (p.s) s’annuler simultanément pour une
valeur (X, ;(w)) car la v.a. X;; est soit de loi fodu, soit de loi fidu. Afin
de simplifier les notations, j'omet dans la suite la dépendance en w. Ainsi,
je pose,

ax In =— h

lA: ar m.
g15l3m+1. < Jo
]:

(X1,5) (3)

Dans un cadre bayésien, la seule fonction de couit intéressante ici est la
fonction binaire qui vaut 0 si la cible est identifiée, et 1 sinon. L’estimateur
bayésien optimal coincide alors avec (3). En ce sens, les performances de
I’e.m.v. que nous étudions maintenant sont les meilleurs performances ac-
cessibles pour estimer la cible.



3 Performances de 'e.m.v

Quelles sont les performances de 'e.m.v.(3)? Et en particulier que se passe
t’il lorsque simultanément m — +o0o et n — +oo 7 Une bonne mesure de
I’erreur commise en estimant 1 par [ est

Apn = Pr(i#1) (4)

N fi ~. f
> Pr(15l£1naﬁ,z¢1;1n%()(l’j) > jz_:lln%(Xl,j)) (5)

Remarquons que (4) est le risque bayésien de ’e.m.v, vu comme un esti-
mateur bayésien.

Les quantités (4) et (5) coincident sauf en cas d’égalité dans le choix de
[. Asymptotiquement, I'égalité a lieu up.s. J’étudie donc dans la suite la
quantité (5) que je renomme Ay, .

L’é¢tude asymptotique de la quantité A, , est I’étude de la convergence
en probabilité de 1’ estimateur [ vers la cible 1. Remarquons que I'on ne peut
pas parler de convergence presque sfire ici puisque cet estimateur n’est pas
défini quand m — +o0.

Examinons tout d’abord deux cas spéciaux:

Si fo et fi sont étrangéres, c’est & dire que quelque soient i et j, soit
fo(Xi;) = 0, soit f1(X;;) = 0 p p.s alors les conventions (2) permettent
alors bien d’obtenir que Vn > 1,VYm > 1, 4, , = 0.

Si maintenant fo = fi,u p.s. alors

Vn>1,Ann, = LN | lorsque m — 00
’ m+1

Il est clairement impossible d’estimer correctement 1.
Notons

N W
Z; = n;m 7 (Xi7))

on a alors

A =P 7y > 7
m,n T(lglgnrlna:{—xl,l;él 1> l)

Nous pouvons maintenant présenter un premier résultat qui exprime que
si, asymptotiquement, m ne croit pas trop vite vers I'infini avec n alors ’e.m.v
est consistant.

Théoréme 1
Vn > 1,Vm > 1, Ay, < mg(fo, f1)"



avec

g(fo, f1) = (/ V fofidp)?
ainst,

st lim  mg(f1, fo)" =0 alors l’e.m.v est consistant.
M—00,N—00

Remarquons que g(f1,fo) = (1 — Hellinger(fo, f1))%. Ainsi, plus la
distance de Hellinger entre les densités fj et f1 est grande, et moins ’e.m.v est
sensible & ’augmentation du nombre des distracteurs. Ce qui est conforme
a lintuition.

Présentons maintenant un résultat purement asymptotique.

Théoréme 2 Le comportement asymptotique de la quantité Ay, , est déter-

miné de la maniére suivante:
Soit K(f1, fo) la distance de Kulback-Leibler entre fi et fo c’est-a-dire

K(fufo) = [ friog s
si le support de f1 est inclus dans celui de fo p p.s.

= 400 sinon

1. s1i K(f1, fo) = +oo alors
2. si K(f1, fo) =0 alors

3. 510 < K(f1,fo) < oo alors
(a) si

Je > Oa lim me_n(K(flst)-‘re) -0
m—r00,n—>00

alors
lim Ap,,=0

m—00,n—00



(b) si

Je>0, lim me ™EUn0)=6) =
M—00,n—00

alors
m—)ig,gzl%oo Am,n =1
Ainsi, en dehors des cas extrémes 1. et 2., le comportement asymptotique
de l'erreur d’estimation est dicté par les vitesses relatives de croissance vers
I’infini de m et de n.

4 Quelques simulations

Que nous disent les résultats énoncés pour le probléme des figures 1 et 2
? L’application numérique du théoréme 1 permet d’obtenir les inégalités
ci-dessous:

Figure 1 & gauche | Pr(l #1) < 3 x 10~4
Figure 1 au centre | Pr(l #1) <2 x 108
Figure 1 a droite Pr(l#1) <17
Figure 2 & gauche | Pr(l #1) <2 x 1077
Figure 2 a droite Pr(l#1)<107%

Ainsi, dans tous les cas, sauf pour 'image de la figure 1 & droite, le
théoréme 1 garantit que les performances de 'estimateur du maximum de
vraisemblance sont excellentes. Dans le cas indiqué, le théoréme 1 est inutile.

Nous présentons maintenant des simulations qui permettent de compren-
dre comment utiliser le théoréme 2 pour des grandes valeurs de m et n.

La figure 3 présente pour 4 choix du couple (fo, f1), un choix par graphi-
que, I’évolution de la quantité A,,, en fonction de n. Le nombre de dis-
tracteurs est fixé & m = 1000. La ligne brisée verticale indique la valeur n*
de n pour laquelle m exp(—n*K(f1, fo)) = 1. Nous remarquons dans chacun
des 4 cas présentés que la valeur n* indique une inflexion dans les perfor-
mances de ’e.m.v. L’estimateur devient performant pour n > n*. La figure
4 donne les valeurs numériques pour les deux graphiques du haut.

Nous remarquons sur ces deux tableaux que la majoration donnée par
le théoréme 1 (troisiéme colonne) est beaucoup trop grossiére pour les pe-
tites valeurs de n. Le résultat est intéressant (car < 1!) dans le premier
cas & partir de n = 512 et dans le second & partir de n = 128. Nous
observons sur la derniére colonne de ces tableaux que le comportement de
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Figure 3: Simulation de l'erreur de l'estimateur du maximum de vraisem-
blance. Le nombre de valeurs pour chaque ligne (paramétre n) figure en
abscisse. Le nombre de distracteurs (paramétre m) est fixé a 1000. L’axe
des ordonnés représente les valeurs possibles de la probabilité de ’erreur
d’estimation A1gp0,,- La ligne en pointillés verticale indique la valeur de
Pabscisse n pour laquelle la quantité 1000 exp(—nK(f1, fo)) = 1. En haut
a gauche les lois fy et fi sont des lois de Bernouilli de paramétres pg = 0.1
et p1 = 0.2. En haut a droite les lois fy et f1 sont des lois de Bernouilli
de parametres pg = 0.1 et p; = 0.3. En bas a gauche les lois fy et f;
sont des lois Normales de méme variance o2 = 1 et dont les moyennes valent
respectivement 0 et 0.25. K(f1, fo) = 0.03. En bas a droite les lois fj
et f1 sont des lois Normales de méme moyenne m = 0 et dont les variances
valent respectivement 1 et 1.69.

512



| n | Ang | mg® | mexp(—nK(f1, fo)) |

16 | 0.98 [ 723 491
32 090 523 241
64| 0.80| 274 58
128 | 0.40 75 34
256 | 0.08| 5.6 0.01
512 | 0.00 | 0.03 107
| n[Ann| mg" | mexp(—nK(f1, fo)) |
8] 0.98 583 292
16 | 0.72 360 85
32 [ 0.50 116 7
64 | 0.14 13 0.05
128 | 0.00 | 0.18 3x 106
256 | 0.00 | 310°° 8 x 1015

Figure 4: Valeurs numériques de la simulation de la probabilité d’erreur
de l'estimateur du maximum de vraisemblance. En haut: fy et fi; sont
des lois de Bernouilli. Leurs paramétres sont respectivement pg = 0.1 et
p1 = 0.2. Ainsi, ¢ = 0.98 et K(f1,fo) = 0.044. m = 1000 est fixé, n
prend successivement les valeurs 16,32,64,128,256 et 512. A,,, est estimé
& chaque fois en effectuant 100 simulations et en effectuant une moyenne
empirique. En bas:fy et fi sont aussi des lois de Bernouilli mais leurs eurs
parameétres sont respectivement pg = 0.1 et p1 = 0.3. Ainsi, g = 0.93 et
K(f1, fo) = 0.154. m = 1000 est fixé, n prend successivement les valeurs
16,32,64,128,256 et 512. A, , est estimé & chaque fois en effectuant 100
simulations et en effectuant une moyenne empirique.



Perreur d’estimation A, est corrélé a I’équilibre entre les quantités m et
exp(nK (f1, fo)). L'erreur est importante quand la premiére dépasse la sec-
onde, elle est faible dans le cas contraire. Ceci est tout & fait cohérent avec le
résultat asymptotique du théoréme 2 comme nous ’avons indiqué précédem-
ment.

5 Preuve des résultats

Preuve du théoréme 1: La preuve de ce résultat que nous présentons
maintenant utilise les majorations élémentaires ci-dessous ainsi que des tech-
niques classique en théorie des grandes déviations.

Apn = Pr(Uicicmsiz1{21 > Z1}) (6)

< > Pr(Z>2) (7)
1<I<mt1,i£1

< mPr(Z; > Zy) avec | #1 (8)

(6) est une réécriture de la définition de Ay, ,, (7) est obtenu en majorant la
probabilité d’une union par la somme des probabilités et (8) car toutes les
v.a.i Z; pour [ # 1 sont de méme loi. Il reste & montrer que

Pr(Z, > Z1) < g(fo, f1)" pour I #1 9)
B n fl n fl
Pr(Z, > 7)) = Pr(Zlnf—(Ylj) > In < (Vy)) (10)
= fo = Jo
. f f
= Pr(expt(jz_:l 1nf_(1)(y;j) - 1nf_(1)(ylj)) >1),V¢t >0 (11)
. fi fi
< E(exp(tZ(lnf—(m) —In == (Y4)))), V¢ > 0 (12)
= o fo
< (Bl ) Bt @) e >0 (3)
Yy et Y7 sont des v.a.i de loi resp. fodu et fidu (14)
< (Blesp(tin 2 () Blexp((1 - ) m L))" Ve >0 (19
Y; est une v.a. indépendante de Yj et de loi fodu. (16)
< (Blep(yn R0 = ([ Vo))" (1)

10



Rappelons que dans (10), toutes les variables aléatoires Y. sont indépen-
dantes entre elles. Les Y, pour [ # 1 sont de loi fodu et les Y;, sont de loi
fidp. (12) est V'inégalité de Chebyshev. (13) car les v.a. sont indépendantes.
(15) car
Blexp(~t1n 2L (v1))) = B(exp((1 — ) n 2L (v)))
fo fo

(17) est obtenu en minimisant (15) par rapport & t. Le minimum unique
de (15) en t est obtenu pour la valeur ¢t = 3. Ce qui conclut la preuve du
théoréme 1.
Preuve du Théoréme 2:

La situation 2. est équivalente & fo = f1, up.s. Dans ce cas

V> 1, Appy = ——
m

1 — 1 lorsque m — oo (18)

Examinons maintenant le cas 1. Rappelons tout d’abord que
Z InJ1 X,,] (19)

ou les v.a. Xj ; sont indépendantes entre elles et de loi fidu. Si K(f1, fo) =
+00 alors pour n suffisamment grand, on a up.s, Z; = co et par suite
Am,n = Pr(lglgnrlna—fl,lqélzl > Z]) =0

Supposons maintenant que 0 < K(f1, fo) < +00. Nous allons procéder
par étape pour trouver un équivalent asymptotique de la quantité A, .
L’argument principal est un résultat de grandes déviation précis ([2]), c’est
a dire fournissant un équivalent asymptotique.

La loi des grands nombres permet d’affirmer que la quantité Z; converge
en probabilité (ce qui nous suffit) lorsque n — 400 vers son espérance qui
est K(f1, fo). Ainsi, pour chaque m, il existe deux suites notées un, 1(n) et
Um,2(n) qui tendent vers 0 lorsque n — oo et qui vérifient

1-Ann = Pr( max 7, < Z)) (20)
1<I<mA1,1#1
= Pr(1§z§lnaf1,z¢1 Zy < K(f1, fo) + um,1(n)) + tm2(n) (21)

La probabilité dans (21) se réécrit, de par ’hypothése d’indépendance.

PT(Klg?naﬁ 1 Zy < K(f1, fo) + um,1(n)) (22)
= (1= Pr(Z; > K(f1, fo) + um,1(n)))™ avec [ #1 (23)

11



Examinons maintenant le comportement asymptotique, quand n — oo
de la quantité

Pr(Z; > K(f1, fo) + um,1(n)) pour I #1 (24)

D’une part, Z;, est une moyenne empirique de variables i.i.d. d’espérance
—K(fo, f1)- Cette quantité est strictement négative car fy # fi. D’autre
part, pour chaque m et pour n suffisamment grand, K (f1, fo) + um,1(n) > 0.

En effet, K(f1, fo) > 0 car fo # fi et limp_so0 Um,1(n) = 0.
Ainsi, d’apreés la loi (faible suffit) des grands nombres

Jim Pr(Z; > K(f1, fo) + um,1(n)) =0

La vitesse de convergence est donné par le théoréme des grandes déviations.
En appliquant le théoréme 1 de ([2]), nous obtenons que l'on peut trouver
des suites Uy, 3(n) et um4(n) qui tendent vers 0 lorsque n — oo et telles que

PT(Z[ > K(fl, f()) + umyl(n)) = (25)
exp(—n(h(K(f1, fo) + um,1(n)) + um3(n))) (I +uma(n))  (26)

1
V2mn
_ fi
avec h(a) = suplua — /exp(u In =) fodu] (27)

u>0 fO

La fonction A est une transformée de Cramer. Elle est strictement convexe
donc en particulier continue et on vérifie en dérivant que

WK (f1, fo)) = K(f1, fo) (28)

Ainsi, pour chaque m, on peut trouver une nouvelle suite 4, 5(n) qui tend
vers 0 lorsque n — oo et telle que:

MK (f1, fo) + uma(n)) = h(K(f1,fo)) + wms(n) par continuité
= K(f1,fo) + um,;(n) d’apres (28)

Notons, pour chaque m > 1,

1

t(m,n) = exp(=n(K (f1, fo) + tm;5(n)) + um3(n)) (1 4 um,a(n))

s‘
3
3

Nous avons donc obtenu, pour chaque m > 1,

1 — A = (1= #(m,n))™ + upm,(n)
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Or, pour chaque m, t(m,n) tend vers 0 lorsque n — oo, il existe donc une
nouvelles suite um,(n) qui tend vers 0 lorsque n — oo et telle que

1 —Ap = exp(—mt(m,n)(1 + ume(n)) + tm2(n)
Ainsi, le comportement asymptotique de A, , est-il dicté par le comporte-
ment asymptotique du terme mt(m,n), ce qui permet de conclure.
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